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JEDNOSEKTOROWEJ GOSPODARCE Z LINIOWA FUNKCJA
PRODUKCJI I ZMIENNA EFEKTYWNOSCIA CZYNNIKOW

Wstep

Wzrost gospodarczy jest jednym z najwazniejszych celow zaréwno ma-
kroekonomicznych, jak i polityki spoteczno-gospodarczej. Przywodcy
krajow staja przed zadaniem takiego kierowania panstwem, aby zapew-
ni¢ spoteczenstwu jak najwigkszy dobrobyt. Jest to problem zlozony, bo
juz sama definicja pojecia ‘dobrobyt® nie jest oczywista i rodzi wiele
kontrowersji.

Najczesciej stosowanym wskaznikiem jakosci zycia ludnosci jest
produkt krajowy brutto per capita. Uwzglednia on wszystkie dochody
uzyskane przez reprezentatywnego obywatela, niezaleznie od ich poz-
niejszej alokacji. Czg$¢ tych dochodow jest wydawana na szeroko pojgta
konsumpcje, cze$¢ na inwestycje, zwiazane z oczekiwaniem wigkszych
zyskow 1 wigkszej konsumpcji w przysztosci. Rozdysponowanie $rod-
kéw jest podstawowym zadaniem ich wlasciciela, ktore musi rozwiazad
w warunkach ograniczonej wiedzy i niepewnosci co do przysztosci. Cia-
gi podejmowanych decyzji tworza dopuszczalne procesy wzrostu, wsrod
ktérych wyrdzni¢ mozna procesy optymalne ze wzgledu na okre$lone
kryteria.

Modelowanie gospodarki i procesow wzrostu w jezyku matema-
tycznym wymaga przyjecia wielu zatozen uproszczajacych. Model czgsto
ma na celu nie tyle pom6c w znalezieniu gotowej recepty dziatania,
co ilustracje problemu i zasygnalizowanie pewnych istotnych kwestii
przy podejmowaniu decyzji w rzeczywistosci.

W pracy przedstawiono dwie wersje modelu zamknigtej (z zero-
wym bilansem obrotoéw z zagranica) gospodarki jednosektorowej (w kto-
rej wytwarzany jest jeden produkt — agregat), dwuczynnikowej (czynni-
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kami produkcji sa majatek produkcyjny i praca'), z liniowa funkcja pro-
dukcji (przyrosty produkcji wynikajace z jednostkowego zwigkszenia
naktadu czynnika sa jednakowe przy kazdym poziomie jego zaangazo-
wania), funkcjonujacej w ograniczonym horyzoncie z czasem ciagtym.
W kazdej z wersji zaktadamy zmienno$¢ krancowej produktywnosci jed-
nego z czynnikdw wytworczych?, pozostale zalozenia w obu wersjach
modelu sa identyczne. Kryterium optymalnosci procesOw wzrostu jest
maksymalizacja konsumpcji w catym horyzoncie. Zmienna decyzyjna
jest stopa inwestycji, a jej trajektorii poszukujemy w klasie funkcji przy-
najmniej przedziatami ciaglych, ze skonczona liczba punktow nieciagto-
Sci pierwszego rodzaju’.

1. Jednosektorowy model wzrostu z dwuczynnikowg liniowa funk-
cja produkcji i zmienng efektywnos$cig kapitalu

Sformutowanie zagadnienia

Przedmiotem rozwazan bedzie gospodarka funkcjonujaca w horyzoncie
T =[t,,1,],w ktorej proces produkcji opisuje dwuczynnikowa, liniowa
funkcja produkcji:

Y1) =aWkt)+bz(1), (1)
gdzie y(), k(t), z(t) oznaczaja, odpowiednio, dochdd, kapitat 1 zatrudnie-
nie w momencie ¢, a(t) jest efektywnoscia kapitatu w momencie ¢, nato-
miast b jest statym wspotczynnikiem wydajnosci pracy’. Po wytworze-

Okreslenie kapitat bedzie stosowane zamiennie wobec majqtku produkcyjnego.

Terminy kranicowa produktywnosé, wydajnosé¢ i efektywnosé¢ traktowane sa
w pracy zamiennie. MOwiac o zmianie efektywnosci czynnika produkcji mamy na my-
$li zarowno jej wzrost, jak i1 spadek. Ujemny przyrost efektywnosci, cho¢ niepozadany,
moze wystapi¢ w realnej gospodarce, cho¢by z powodu braku odpowiedniej motywacji
do pracy. W przedstawionych modelach zakladamy dla uproszczenia, ze efektywnosé
czynnikéw wraz z uptywem czasu nigdy nie maleje, tym samym jej zmiang bgdziemy
utozsamiaé ze wzrostem.

3 Klase te oznaczaé bedziemy przez C’, natomiast klase funkcji z dodatkowo

ciagla przedziatami pochodna przez C” .

Przyjmujemy, ze dochdd (utozsamiany tutaj z produkcja nowo wytworzona)
i kapitat maja wymiar pieni¢zny, natomiast miarg pracy jest liczba zatrudnionych. Wte-
dy efektywnos¢ kapitatlu jest wielko$cia niemianowana, a efektywno$¢ pracy ma wy-
miar jednostki pienigznej na zatrudnionego.
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niu, cze$¢ dochodu przeznaczona jest na konsumpcje, a czgs¢ na inwe-
stycje, co mozna wyrazi¢ za pomoca stopy inwestycji s(z):
i) =s@)y(), ()
c(t) =(1-s()) (1), 3)
gdzie 0<s(2) <1.

Zmiana zasobu kapitatu wynika z r6znicy pomigdzy inwestycjami
(brutto), a ta czg$cia kapitatu, ktora ulega deprecjacji (ze stopa x> 0):

dk (” = i(6)— ik (1) @)

W chwili poczatkowej ¢ Jest dany k(#,)=4k">0, uksztaltowany histo-
rycznie, poczatkowy poziom kapitatu.
Zaldézmy, ze liczba ludnosci /() ro$nie egzogenicznie, ze stala
stopa n>0:
I(t) = 1%""™")
gdzie I’ =1(t,) oznacza liczbg 1udn0501 w momencie poczatkowym #.

Przyjmijmy ponadto, ze w kazdym momencie ¢#€7 ludno$¢ aktywna
zawodowo stanowi staly procent ludnos'ci ogotem:

2() = pl(t) = 2",
gdzie pe(0,1) jest wskaznikiem aktywnosci zawodowej ludnosci,

2% = pl° jest liczba zatrudnionych w momencie poczatkowym .

Korzystajac ze zdefiniowanych wczesniej wielkos$ci /() oraz z(2)
1 wprowadzajac nastgpujace oznaczenia:
k(1)

u(t)= @ - techniczne uzbrojenie pracy w momencie ¢,
z
w(t) = iU - dochdd na zatrudnionego,
z(1)
i(1) . . .
rt)y=—— - inwestycje na zatrudnionego,
z(?)
y(t)= j((t)) - konsumpcja na osobe,
mozna uktad rownan (1)-(4) przeksztatci¢ do réwnowaznego uktadu:
w(t) = a(t)u(t)+b, )
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y(0) = p(1-s@))w(t), (6)

dizgt) =(a(®)s(t)—n—p)u(®)+bs(t), 7

0

k ) .
0 :7 >0 jest dana poczatkowa warto$cia tech-

przy czym u(t,)=u
nicznego uzbrojenia pracy’.

Zatozmy, ze efektywnos¢ majatku produkcyjnego przyrasta
w wyniku tych samych inwestycji, co on sam, zgodnie z rOwnaniem:

da(t) 6
=0s(t)". 8
& ) (8)

Przyjmujemy, Ze parametr o jest dodatni, a poczatkowa efektywno$é
kapitatu spetnia warunek a(t,)=a’ >n+u 7

Dla tak zdefiniowanej gospodarki zadanie maksymalizacji kon-
sumpcji na zatrudnionego® w horyzoncie 7, ze zmiennymi stanu u(z)
1 a(t) oraz sterowaniem s(¢), przyjmuje nast¢pujaca postac:
znalez¢

4
max j (1-s(0))(a(u(t) +b)dt (9)
lo
przy ograniczeniach:

db:zg—t) = (a(0)s(t) = n— p)u(t) + bs(1),
% =os(t), (10

seC’ (T - [0,1]),
(u(ty),a(ty)) = (uo,a°)> 0.

Konstrukcja zaczerpnigta zostata z modelu wzrostu E. Panka, w: E. Panek,
Ekonomia matematyczna, Akademia Ekonomiczna w Poznaniu, Poznan 2000, s. 556-560.

W przypadku przeznaczania catego dochodu na inwestycje efektywnos¢ kapi-
tatu ro$nie liniowo ze wspolczynnikiem o.

7 Ze wzgledu na nieujemnos¢ prawej strony rownania (8), efektywnos¢ kapitatu
jest w catym horyzoncie wigksza od sumy stopy wzrostu ludnosci i wspotczynnika
deprecjacji kapitatu. Gwarantuje to dodatnio$¢ obu sktadnikéw prawej strony rownania
dynamiki technicznego uzbrojenia pracy przy wysokich warto$ciach stopy inwestycji.

Z uwagi na przyjete zatozenia dotyczace liczby ludnosci aktywnej zawodowo
jest to zadanie rownowazne z zadaniem maksymalizacji konsumpcji na osobg.
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Rozwiqzanie zadania’
Rozwiazaniem zadania (9)—(10) jest nastgpujacy proces (s* ST )T :

(A) Gdy horyzont jest dtugi, tzn. |T | =t —t, >0, gdzie 0 jest pewna

0
liczba z przedziatu (0, L@ j
n+u a —n-—pu

. 1 dia te[t,,,r),
wtedy s ()=
0 dla te[r,t,],

! (a’ -n-u
b.[e'g(t)dt_i,_u()e( /)l‘() eg(l‘) dla t e[tO’T)’
l

u'(t)=
u' (e ) dla te[tt,),

. a°+a(t—to) dla te[to,r),
a ()=
a (r) dla te[r,tl),

: 1 : .
gdzie g(¢)= (ao -n— ,u)t + ) G(t -1, )2 , natomiast moment 7 spelnia

1 *
warunek 7 €|, — In— a (@) N
n+u a((r)-n—u

Procesowi temu odpowiadaja nastgpujace trajektorie dochodu
1 inwestycji na zatrudnionego oraz konsumpcji na osobg:

Rozwiazanie zadania (9)-(10) oraz zadania (16)-(17) (punkt 2) otrzymaliSmy
korzystajac z zespotu warunkoéw optymalnosci Pontriagina, zob. np. E. Panek, op.cit., s.
405-406, A. C. Chiang, Elementy dynamicznej optymalizacji, Wyzsza Szkota Handlu i
Finansé6w Migdzynarodowych, Warszawa 2002, s. 170-172, O. Gedymin, Optymalne
sterowanie procesami gospodarczymi, PWN, Warszawa 1977, s. 133-136, G. Leitmann,
Wprowadzenie do teorii sterowania optymalnego, WNT, Warszawa 1971, s. 40 1 108-109.
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I:a() +0'(t't0 )} |:bJ- e-g(t)dt+uge-(a"_n-/‘)to }eg(t)_lr_b dla te [ZO,T),

w'(1)=
a @ (e 1 dla  te[zt)),

s 0
I:a0+0_(t_t0 ):||:bje-g(t)dt+uoe‘(a —n-/l)ta :leg(')-i-b dla te [to,r),
)

ri(y)=

0 dla te [to, r) ,
p[a*(r)u*(r)e—(nw)(t—r) n b] dla te [T, t )
(B) Gdy horyzont jest krotki, tzn. |T | <0,

wowczas

y ()=

s @)=0, w@=ue "M g)=4d°,
natomiast pozostate trajektorie dane sa wzorami:

wi(t) = a’ule )

r)=0,

y@=p [aouoef(“”)('*t") + b} .

Charakterystyka rozwiqzania

Posta¢ rozwiazania zadania (9)—(10) zalezy od dhugosci horyzontu.
W dlugim horyzoncie wyrdzni¢ mozna dwie fazy wzrostu. W pierwszej
fazie caty dochod jest inwestowany, czego efektem jest liniowy wzrost
efektywnosci majatku produkcyjnego oraz szybszy niz wyktadniczy
przyrost technicznego uzbrojenia pracy. Tym samym dynamicznie wzra-
sta dochdd na zatrudnionego. Taki rozwoj jest mozliwy dzigki wstrzy-
maniu konsumpcji, ktora staje si¢ dodatnia dopiero w drugiej fazie. Wte-
dy z kolei wstrzymane zostaja wszelkie inwestycje, obserwuje si¢ spadek
dochodu na zatrudnionego, technicznego uzbrojenia pracy, a takze kon-
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sumpcji na osobg, podczas gdy efektywnos$¢ kapitatu utrzymuje sig
na stalym, osiagni¢tym na koniec fazy inwestycyjnej, poziomie.Przy ni-

skim technicznym uzbrojeniu pracy (ponizej poziomu *im) ) jest jed-
a (t)u
nak mozliwy wzrost dochodu i konsumpcji ogotem. Dzieje si¢ tak, po-
niewaz krancowa produktywno$¢ kapitatu ulegajacego deprecjacji
w momencie ¢ jest nizsza od krancowej wydajnos$ci pracy nowo zatrud-
nionej sily roboczej. Wystapienie tego zjawiska jest jednak, wraz z wy-
dhluzaniem horyzontu, coraz mniej prawdopodobne — techniczne uzbroje-
nie pracy ro$nie w pierwszej fazie bardzo szybko, ponadto warto$¢ wyra-

zenia maleje. W miar¢ wydtuzania horyzontu faza konsumpcyj-

*

a (t)u
na staje si¢ coraz krotsza (7 — ¢, przy |T | — 40 ), w wyniku pochtaniania

jej czgsci przez fazg inwestycyjna. Wplywa na to, zar6wno

A
u(t)
a(t)

Wykres 1. Optymalne trajektorie technicznego uzbrojenia pracy
i efektywnosci kapitalu — rozwigzanie zadania (9)-(10)
w dlugim horyzoncie czasu

Z 1 6 d1o: opracowanie wlasne.

bezposrednio, jak i posrednio (poprzez inicjowanie wyktadniczego wzro-
stu technicznego uzbrojenia pracy), zwigkszajaca si¢ efektywnos$¢ majat-
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ku produkcyjnego'®. Skrocenie okresu konsumpcji rekompensowane jest
wigc przez znaczne zwigkszenie jej rozmiaréw.

W krétkim horyzoncie maksymalng wielko$¢ konsumpcji na oso-
be daje proces wzrostu z zerowymi inwestycjami. Jakikolwiek rozwoj
potencjatu produkcyjnego pozbawiony jest sensu, caty dochéd przezna-
czony zostaje na konsumpcje. Obserwujemy te same efekty, co w fazie
konsumpcyjnej w dtugim horyzoncie.

2. Jednosektorowy model wzrostu z dwuczynnikowa liniowa funk-
cja produkcji i zmienng efektywnoS$cig pracy

Sformutowanie zagadnienia

Przedmiotem kolejnych rozwazan bedzie gospodarka, w ktorej zmienia
si¢ wydajnos¢ pracy. W rozwazanym w poprzednim punkcie modelu
efektywno$¢ majatku produkcyjnego byta, podobnie jak techniczne
uzbrojenie pracy, rosnaca funkcja stopy inwestycji — obie wspotrzedne
stanu systemu zalezaly w podobny sposob od sterowania. Na efektyw-
nos$¢ pracy wptywaja jednak na ogoét inne czynniki anizeli na efektyw-
no$¢ kapitatu. Cho¢ w rzeczywistosci liczba tych czynnikéw jest duza,
a ich oddziatywanie bardzo ztozone, w modelu zaktada¢ bedziemy jedy-
nie, ze wzrost wydajnos$ci pracy jest tym szybszy, im wigksza czg$¢ do-
chodu jest konsumowana . Dla uproszczenia przyjmiemy, ze, przy ze-
rowej konsumpcji, wydajnos$¢ pracy nie ulega zmianie .
Rozwazmy zatem gospodarke, w ktorej proces produkcji opisany
jest przez dwuczynnikowa, liniowa funkcj¢ produke;ji:
y(t)=ak(t)+b(t)z(¢), (11)
gdzie y(t), k(t), z(t) oznaczaja, odpowiednio, dochod, kapitat i zatrudnie-
nie w momencie ¢, b(t) jest wydajnoscia pracy w momencie ¢, natomiast a
jest stalym wspolczynnikiem efektywnosci majatku produkcyjnego. Po-
dobnie jak w poprzednim przypadku, przeksztatcajac réwnanie (11) do-

' W modelu ze stala krancowa produktywnoscia czynnikoéw produkcji dhugosé
fazy konsumpcyjnej jest niezalezna od dlugosci horyzontu.

Inwestycje maja na celu rozbudowe potencjatu produkcyjnego, ktory zapewnié
ma wigksza konsumpcj¢ w przysztosci. Bodzcem do wzrostu wydajnej pracy dla pra-
cownika sa jednak bezposrednie korzysci, jakie osiaga on i jego rodzina. Korzysci te
najprosciej mierzy¢ poziomem konsumpcji.

W zwiazku z tym zatozeniem wydajnos$¢ pracy nigdy nie maleje (por. przypis
2).
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chodzi si¢ do nastgpujacego uktadu réwnan, opisujacego funkcjonowanie
gospodarki:

w(t) = au(t) + b(?), (12)
7= p(1-5))w@). (13)
d”;g’) = (as(t)—n—p)u@®)+b@O)s@),  u(t,)=u’>0, (14)

przy czym a>n+ pu. Wydajno$¢ pracy zmienia si¢ zgodnie z rowna-
niem:
LI 5(1-5(0) (a0 +b(0). (15)

gdzie Jjest liczba dodatnia’.
Przy przyjetych zatozeniach zadanie maksymalizacji konsumpcji

na osobg'* w horyzoncie T =[t,,#] przyjmuje postac:
Znalez¢

4

max .[(l—s(t))(au(l‘)er(f))dl‘, (16)
przy ograniczeniach O
dt;g) = (as(t)—n— u)u(t)+b(0)s(),
db(t)
= == 8(1=50) (@) +b(0), (17)
seC’ (T — [0,1]),

((t,),b(t,)) = (u’,b") > 0.

3 Rownanie (15) odpowiada wczesniejszym rozwazaniom na temat wydajno$ci
pracy. Uzaleznienie prawej strony wylacznie od sterowania, podobnie jak w réwnaniu

dl;jt) =0 (l - s(t)) , byloby oczywiscie rownie poprawne i dopusz-

(8), tzn. przyjgcie, ze
czalne, lecz, wbrew pozorom, skomplikowaloby znacznie analityczng postaé rozwiaza-

nia, nie zmieniajac jego istoty.
* Por. przypis 8.
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Rozwiqzanie zadania®
Rozwiazaniem zadania (16)-(17) jest nastepujacy proces (s*,u*,b* )T :

(A) Gdy efektywno$¢ majatku produkcyjnego jest wysoka i jedno-
czes$nie horyzont dtugi, tzn. a—n—u > 9 oraz

Ui
S+n+u a-6-n—pu
wowczas
(1 dla te[y,n),
s ()=
0 dia telst),
; (u°+C)e(“’”’”)(H°)—C dla  telt,7),
u ()=
o (2)e -0 dla telrt,),
B dla tet,7),
b ()=
(bo +D)€5(H) —De "IN gyt e [T’tl)’
0 *
gdzie C=—2—  p=20 @)
a-n-u o+n+u
1 a
orazr =t — In

S+n+pu a-8-n—u
Procesowi temu odpowiadaja nastepujace trajektorie dochodu i inwesty-
cji na zatrudnionego oraz konsumpcji na osobg:

a[(uo + C)e(”_"_”)(’_'(’) - CJ +b° dla telt,7),
w(t) =
n+u
1)

O4C)e N b dl ,7),
r*(t): a[(u + )e ]+ a te[to T)
0

De "N (5 + D)™ dla ter.),

dla te[r,tl),

15 Zob. przypis 9.
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0 dla te[to,r),

y ()=
n+ u

De—(nJr,u)(t—T) +(b0 +D)e5(t7):| dla te [T,tl),

(B) Gdy efektywno$¢ majatku produkcyjnego jest niska lub gdy jest
wysoka 1 jednoczes$nie horyzont krotki, tzn. gdy:

1° a-n—u<o
lub
1 a
2° a—-n—p >0 oraz |T|£ In ,
o+n+u a-o0—-n—pu
wtedy
sS(=0, W @)=ue"N),
b'(t)= (bo +E )e‘s(H") — Ee rth)
0
gdzie FE :&L.
o+n+u

Pozostale trajektorie dane sa wowczas rownaniami:

w(t)= BYH portrmu) (bo + E) el
o
r(=0,

w(t)= p[’”Tﬂ Ee ") 4 (50 4 E)ea(z_m)]

Charakterystyka rozwiqzania

Rozwiazanie zadania (16)—(17) zalezy zaro6wno od dlugosci horyzontu,
jak 1 od krancowej produktywnos$ci kapitalu. Przy niskim jej poziomie
nie warto inwestowa¢ w kapital, a maksymalizacja konsumpcji na osobg
nastepuje poprzez konsumowanie dochodu w catym horyzoncie. W tym
czasie techniczne uzbrojenie pracy maleje (ze stopa n+ x ), ro$nie nato-

miast wydajno$¢ pracy — stopa wzrostu jest malejaca, lecz zawsze wigk-
sza od 0. W zaleznosci od sity zmian tych wielkosci dochéd moze wzra-
sta¢ lub male¢. Aby trajektoria dochodu byla rosnaca, niezaleznie
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od wartosci poczatkowych, wystarczy, ze parametr 6 bgdzie przynajm-
niej réwny sumie 7 1 4.

Identyczne jest rozwiazanie w warunkach wysokiej efektywnosci
kapitatu, w krotkim horyzoncie. Gdy horyzont jest dostatecznie dlugi,
w procesie optymalnym wyrdézni¢ mozna dwie fazy. W pierwszej fazie
caly wytworzony dochdd jest inwestowany. Towarzyszy temu szybki
przyrost technicznego uzbrojenia pracy z malejaca stopa (zawsze jednak
wyzsza niz a—n—u ), podczas gdy wydajno$¢ pracy utrzymuje si¢ na
poziomie poczatkowym. Druga faza, konsumpcyjna, przypomina rozwia-
zanie w krotkim horyzoncie — poziom poczatkowy technicznego uzbro-
jenia pracy oraz dochodu na zatrudnionego jest jednak wyzszy, w wyniku
rozwoju osiagnig¢tego w fazie pierwszej. Mozliwo$¢ wzrostu konsumpcji
na osobg (dochodu na zatrudnionego) jest nieco mniejsza, z uwagi na
wicksza warto$¢ kapitatu ulegajacego deprecjacji. Dalsze wydtuzanie
horyzontu nie ma wptywu na czas trwania fazy konsumpcyjnej, wydtu-
zeniu ulega jedynie faza inwestycyjna.

A
u(t)
b(t)

»
»

0 to 4 t

Wykres 2. Optymalne trajektorie technicznego uzbrojenia pracy
i wydajnosci pracy — rozwigzanie zadania (16)—(17)
w przypadku dlugiego horyzontu i wysokiej krancowej
efektywnosci kapitalu

Z 16 d1to: opracowanie whasne
Rozwiazanie zadania pokazuje, ze majatek produkcyjny nie sta-

nowi jedynego wyznacznika potencjatu gospodarczego. Nawet przy ze-
rowych inwestycjach, przy kurczacym si¢ zasobie kapitatu, mozliwy jest
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wzrost produkcji na zatrudnionego'®, dzieki zwigkszajacej si¢ wydajnosci
pracy.

Podsumowanie

Przedstawione rozwiazania optymalne zadan (9)—(10) oraz (16)—(17)
ilustruja kilka niezwykle istotnych zasad gospodarowania, przede
wszystkim ukazuja korzysci, jakie ptyna z czasowego zmniejszenia kon-
sumpcji w celu rozbudowania potencjatu wytworczego. Nalezy jednak
z naciskiem podkresli¢, ze sa to rozwigzania zadan, wynikajace z przyjg-
tych zalozen o funkcjonowaniu gospodarki, ktorych nie da si¢ do konca
zaakceptowa¢ w realnej ekonomii. W rzeczywistosci niemozliwe jest
catkowite wstrzymanie konsumpcji ani inwestycji. Nie jest do zrealizo-
wania rowniez nagly skok poziomu inwestycji i konsumpcji przy przej-
sciu od fazy inwestycyjnej do konsumpcyjnej. Watpliwosci budzi tez
spadajace w konsumpcyjnej fazie wzrostu techniczne uzbrojenie pracy,
co wprawdzie spotykane jest w realnych gospodarkach, nie jest natomiast
pozadane.

Problem zerowych inwestycji 1 konsumpcji mozna tatwo rozwia-
za¢ uwzgledniajac w modelach inwestycje oraz konsumpcje autono-
miczna'’, nie komplikujac przy tym rozwiazania. Istotniejsza wada jest
gwaltowne przejscie od fazy inwestycyjnej do konsumpcyjnej. Skok wy-
nika z zatozef o zmiennej sterujacej'®, od ktdrej w teorii sterowania wy-
maga si¢ ciagtoéci przedziatowej'”. Usuniecie tej niedoskonatosci roz-
wigzania wiaze si¢ juz z konieczno$cia przeformutowania modelu 1 wy-
borem innej zmiennej sterujacej’’. W literaturze znalez¢é mozna takze
modele, w ktorych podziat dochodu gwarantuje niemalejace techniczne

uzbrojenie pracy” .

' Rozwiazania zadania (9)-(10) pokazalo juz, ze przy zerowych inwestycjach
mozliwy jest wzrost dochodu ogoétem. Takie zjawisko wystgpowalo jednak tylko w
warunkach niskiego technicznego uzbrojenia pracy.

7" Wystarczyloby ograniczyé zbior sterowan dopuszczalnych do pewnego spdj-
nego podzbioru przedziatu [0,1].

'® W naszych modelach byta nia stopa inwestycji s(z).

' Mozliwo$é¢ nieciaglosci trajektorii konsumpcji i inwestycji wynika natychmiast
zrownan (2) 1 (3).

* Prosty przyktad modyfikacji modelu znalezé mozna w: E. Panek, op.cit.,
s. 443-444.

*'" Ibidem, s. 581-585.
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Cho¢ rozbudowa modelu zwykle przybliza go do rzeczywistosci,
podnosi jednoczes$nie poziom jego ztozono$ci matematycznej, co pro-
wadzi do zmniejszenia przejrzysto$ci, a czgsto rowniez utrudnia lub
wrecz uniemozliwia, znalezienie rozwiazania analitycznego. Z tej m.in.
przyczyny w rozpatrywanych w pracy modelach przyjeliSmy wiele zalo-
zen upraszczajacych, np. kazdorazowo zaktadaliSmy wzrost krancowej
produktywnos$ci tylko jednego z czynnikéw produkcji. Jednoczesne
uwzglednienie wzrostu wydajnosci obu czynnikow jest naturalnym roz-
winigciem modelu, ale powoduje natychmiast zwigkszenie wymiaru roz-
patrywanej przestrzeni stanOw. Rozszerzenia wymaga interpretacja dru-
giego czynnika, tj. pracy, ktéry we wspodtczesnych badaniach postrzega-
ny jest raczej przez pryzmat kwalifikacji 1 wiedzy, a nie samej liczby
zatrudnionych czy roboczogodzin, i traktowany jako drugi, obok rzeczo-
wego, rodzaj kapitatu. Specyfika jego ‘produkcji’ powoduje koniecznos¢
wyjs$cia poza neoklasyczne modele wzrostu

Summary

In the Optimal growth processes in a two-factor one-sector economy with
a linear production function and varying factors productivity the author
presents two models of economy as optimal control problems over a fi-
nite horizon. The fundamental feature of the economies is that in each
moment income is divided between investment and consumption. The
more is invested, the faster the physical capital grows while maximizing
consumption per capita over the horizon is the optimality criterion. What
makes the two models different is selection of a factor productivity of
which may vary in time. Productivity of the other factor is assumed to be
constant.

The optimal process is in both cases found with the use of the
Pontryagin maximum principle, then major properties are elaborated on.
Although the solutions cannot be accepted in terms of real economy
(mainly because of non-continuous investment and consumption trajecto-
ries as well as their value set to zero over a period of time), they highlight

2 Zob. R. J. Barro, X. Sala-i-Martin, Economic growth, McGraw-Hill Inc., 1995,
p. 179-201, D. Romer, Makroekonomia dla zaawansowanych, PWN, Warszawa 2000,
s. 117-163, P. Ponsko, Optymalizacja dynamiczna wzrostu gospodarczego, WSHiFM,
Warszawa 2000, s. 71-80.
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a basic rule of income division which can be formulated in a simple way:
First invest, then consume.
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